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Предлагается адаптивная система управления по вектору состояний
классом нестационарных линейных систем. Задача адаптации сведена
к задаче идентификации кусочно-постоянных приближений нестацио-
нарных параметров идеального сигнала управления. При выполнении
условия неисчезающего возбуждения регрессора с достаточно малым пе-
риодом обеспечена экспоненциальная сходимость ошибки идентификации
приближений и ошибки слежения за эталонной моделью к произвольно
малой окрестности положения равновесия. Полученные теоретические ре-
зультаты проиллюстрированы математическим моделированием.
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1. Введение

Начиная с 1960-х гг. тематика, связанная с адаптивным управлением, оста-
ется одной из центральных для лаборатории № 7 ИПУ РАН. Ее основатель,
академик Яков Залманович Цыпкин, внес весомый вклад в изучение проблем
адаптации и обучения и предложил единый подход к их решению, основан-
ный на методах стохастической аппроксимации. В рамках такого подхода,
в частности, были успешно решены задачи идентификации и оценки пара-
метров. В дальнейшем Борисом Теодоровичем Поляком были предложены
оптимальные и робастные псевдоградиентные алгоритмы адаптации и стро-
го исследована их скорость сходимости [1, 2]. Эти исследования во многом
легли в основу теории адаптивного управления как науки, которая, начав
с линейных систем с постоянными параметрами, в дальнейшем постепенно
обобщается на более широкие классы объектов. Об одном таком классе и
пойдет речь в данной работе.

Одним из предметов теории адаптивного управления является задача сле-
жения нестационарным объектом за стационарной эталонной моделью с ну-
левой установившейся ошибкой. Несмотря на более чем 65-летнюю историю,
сегодня эта задача все еще не имеет универсального практического решения,
что мотивирует исследователей по всему миру к разработке новых подходов
и инструментариев.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Совета по грантам Прези-
дента РФ (проект МД.1787.2022.4).
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Стандартные алгоритмы адаптивного управления предназначены для ли-
нейных систем с квазипостоянными параметрами. При их применении для
управления линейными нестационарными системами, ввиду появления в про-
изводной функции Ляпунова некомпенсируемого слагаемого, пропорциональ-
ного скорости изменения неизвестных параметров, вместо сходимости ошиб-
ки слежения к нулю обеспечивается только ее ограниченность в некоторой
области с нерегулируемой границей [3, c. 552]. В [4] на основе метода ско-
ростного градиента эти результаты обобщены на задачу слежения нелиней-
ной нестационарной системой за нестационарной эталонной моделью. В [5, 6]
предложены различные комбинированные законы адаптации, как утвержда-
ется, позволяющие при выполнении условия неисчезающего возбуждения ре-
грессора уменьшить величину установившейся ошибки. В [7] предложен ме-
тод congelation of variables – заморозки переменных, позволяющий с помощью
специальной и не всегда подходящей для практики силовой обратной связи
демпфировать влияние возмущающего слагаемого, благодаря чему обеспе-
чить асимптотическую сходимость ошибки слежения к нулю. Альтернатив-
ный подход [8] также обеспечивает асимптотическую устойчивость, но ис-
пользует большой коэффициент усиления уже не в законе управления, а
в законе адаптации. В методе мажорирующих функций [9, 10] предлагает-
ся использовать закон адаптации с большим коэффициентом усиления, но
в отличие от [8] гарантируется только диссипативность замкнутой системы.
В [11] предложена адаптивная система управления, обеспечивающая экспо-
ненциальную сходимость ошибки слежения к нулю для систем в канониче-
ской форме управляемости с нестационарными параметрами, описываемы-
ми известными генераторами с неизвестными начальными условиями. В [12]
предложено заменить задачу адаптивного управления нестационарными ме-
ханическими системами на задачу идентификации кусочно-постоянных пара-
метров полинома, полученного с помощью локального разложения нестацио-
нарных параметров системы в ряд Тейлора произвольного порядка. В [13, 14]
на базе методов параметрической идентификации развит подход к адаптивно-
оптимальному управлению по выходу нестационарными линейными система-
ми в предположении, что параметры объекта являются известными нестаци-
онарными функциями времени.

Недостатки описанных выше и других известных подходов к решению за-
дач адаптивного управления нестационарными системами могут быть клас-
сифицированы следующим образом:

1) использование силовых обратных связей в законе управления или на-
стройки (разрывных управлений, больших коэффициентов, нелинейных
демпфирующих сигналов и пр.) [7–10, 12];

2) необходимость удовлетворения условий параметрической идентифици-
руемости [5, 6, 11, 13, 14];

3) увеличение размерности решаемой задачи идентификации/адаптации
путем учета коэффициентов физических законов изменения параметров
системы или аппроксимационных полиномов [11–14].
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Более полное представление о текущем состоянии проблемы адаптивного
управления нестационарными системами возможно составить из постановоч-
ных частей цитируемых работ [4–15]. В этой же работе предлагается новый
метод аппроксимационного адаптивного управления нестационарными систе-
мами на основе теории параметрической идентификации.

Мотивация заключается в исследовании условий применимости недавно
предложенного [16] алгоритма идентификации нестационарных параметров
линейного регрессионного уравнения в задаче управления нестационарной
линейной системой. В соответствии с подходом [16] задача идентификации
нестационарных параметров сводится к задаче идентификации их кусоч-
но-постоянной аппроксимации. Как следует из теоретических выводов [16],
в отличие от многих существующих методов идентификации нестационар-
ных параметров, алгоритм [16] позволяет гарантировать сходимость ошибки
идентификации нестационарных параметров в область, которая при неис-
чезающем возбуждении регрессора с достаточно малым периодом Ts может
быть произвольно уменьшена путем уменьшения длины интервала разложе-
ния в ряд Тейлора. В данной работе этот подход предлагается использовать
при управлении классом линейных систем с нестационарными параметрами.
Для этого:

1) предложен неадаптивный закон управления нестационарной системой,
коэффициенты обратных и прямых связей которого вычисляются ис-
ключительно по первому (кусочно-постоянному) приближению неста-
ционарных параметров системы;

2) сформулированы условия сходимости ошибки слежения в произвольно
малую окрестность нуля при применении закона управления из 1);

3) на основе результатов [16] предложен закон идентификации параметров
управления из 1), позволяющий при неисчезающем возбуждении регрес-
сора с достаточно малым периодом гарантировать сходимость ошибки
слежения в произвольно малую окрестность нуля.

Полученный в результате аппроксимационный подход к адаптивному
управлению нестационарными системами из цитируемой литературы наи-
более близок к решению [12]. Однако в отличие от него, во-первых, неста-
ционарные параметры аппроксимируются только первым слагаемым из ря-
да Тейлора, что снижает вычислительную сложность и не увеличивает раз-
мерность задачи идентификации [16], а во-вторых, этап интерполяции по-
лученных оценок не используется. В сравнении с другими существующими
решениями [4–14] предложенный алгоритм адаптивного управления неста-
ционарными линейными системами характеризуется следующими достоин-
ствами (+) и недостатками (–):
(+) силовые и демпфирующие обратные связи в законах управления и адап-

тации не используются;
(+) знание функций изменения параметров системы не требуется;
(+) априорная информация о параметрах системы не используется;
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(–) для достижения даже асимптотической сходимости ошибки слежения к
окрестности нуля требуется выполнение условия неисчезающего возбуж-
дения регрессора;

(–) значение установившейся ошибки слежения может быть уменьшено
только при достаточно малом периоде Ts неисчезающего возбуждения
регрессора;

(–) невыполнение условия параметрической идентифицируемости (неисче-
зающего возбуждения регрессора) может привести к неустойчивости за-
мкнутой системы.

В целом предлагаемое решение хоть и не устраняет все недостатки суще-
ствующих подходов, но расширяет набор методов адаптивного управления
нестационарными системами, а поэтому, по мнению авторов, представляет
интерес.

Основные определения

В работе приняты следующие соглашения: запись f (t) ∈ R
n×m означа-

ет значение функции f :
[
t+0 , +∞

)
→ R

n×m в момент времени t, где t+0 � 0
начальный момент времени; для вектора a ∈ R

n запись ||a|| обозначает ев-
клидову норму; минимальное и максимальное собственное число матрицы
A ∈ R

n×n обозначается соответственно λmin (A) и λmax (A) . Для обозначения
экспоненциальной скорости сходимости используется латинская аббревиату-
ра exp.

При доказательстве теорем и утверждений будет использовано определе-
ние конечного и неисчезающего (постоянного) возбуждения.
Опр е д е л е н и е 1. Сигнал ω (t) ∈ R

n возбужден на конечном отрезке
[t1, t2]⊂

[
t+0 ,∞

)
, если существует α > 0, такое, что верно неравенство

t2∫
t1

ω (τ)ωT (τ) dτ � αIn.(1.1)

Опр е д е л е н и е 2. Сигнал ω (t) ∈ R
n возбуждается постоянно, если для

всех t � t+0 � 0 существует Ts > 0 и α > 0 такие, что верно неравенство

t+Ts∫
t

ω (τ)ωT (τ) dτ � αIn.(1.2)

Множества сигналов для которых выполняются условия (1.1) или (1.2)
обозначим FE и PE соответственно. Будем называть сигнал ω (t) постоянно
возбужденным, если ω ∈ PE, и возбужденным на конечном отрезке времени,
если ω ∈ FE.

В основном результате работы используется формула Тейлора с остаточ-
ным членом в интегральной форме. Условия существования этой формулы
определены в следующей лемме [17].
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Лемма 1. Пусть f (t) ∈ R имеет непрерывную производную порядка p
на интервале (t1, t2), тогда для любой пары точек t и a из (t1, t2) верно

f (t) = f (a) +
t− a

1!
f (1) (a) + . . .+

(t− a)p

p!
f (p) (a)+

+

t∫
a

(t− ζ)p

p!
f (p+1) (ζ) dζ.

(1.3)

2. Постановка задачи

Рассмотрим непрерывные линейные системы с нестационарными парамет-
рами

ẋ (t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) = A0x (t) + en
(
aT (t)x (t) + b (t)u (t)

)
=

= A0x (t) + enΦ
T (t)Θ (t) , x

(
t+0

)
= x0,

(2.1)

где

A (t) = A0 + ena
T (t) , B (t) = enb (t) ,

A0 =

[
0(n−1)×1 In−1

01×n

]
, en =

[
0(n−1)×1

1

]
,

ΦT (t) =
[
xT (t) u(t)

]
,

Θ(t) =
[
aT (t) b (t)

]T
,

x (t) ∈ R
n – состояния с неизвестными начальными условиями x0, u (t) ∈ R –

управляющее воздействие, A (t) ∈ R
n×n – неизвестная матрица системы,

B (t) ∈ R
n, Θ(t) ∈ R

n+1 – неизвестные векторы, A0 ∈ R
n×n – матрица Фро-

бениуса, en ∈ R
n – координатный вектор с единицей на n-ой позиции. Пара

(A (t) , B (t)) полностью управляема для всех t � t+0 . Проверка управляемо-
сти системы (2.1) может быть выполнена, например, с помощью критерия,
приведенного в [18].

Характерной особенностью класса систем (2.1) является действие управле-
ния и неопределенности на одно уравнение. Такие системы называются систе-
мами с согласованной неопредельнностью и часто встречаются на практике.
Например, уравнения динамики углов Эйлера твердого тела при допущении
его симметричности описываются звеном второго порядка с согласованной
неопределенностью. Другим хорошим примером задачи управления при со-
гласованных неопределенностях является регулирование координат манипу-
лятора в формализме Эйлера–Лагранжа.

Относительно неизвестных параметров Θ(t) принимается следующее до-
пущение.
Допущени е 1. Параметры Θ(t) и их первая и вторая производные не-

прерывны и ограничены

‖Θ(t)‖ � Θmax,
∥∥∥Θ̇ (t)

∥∥∥ � Θ̇max,
∥∥∥Θ̈ (t)

∥∥∥ � Θ̈max,

где оценки сверху Θmax, Θ̇max и Θ̈max существуют, но неизвестны.
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Требуемое качество управления в замкнутой управлением u (t) систе-
ме (2.1) зададим эталонной моделью с постоянными параметрами

ẋref (t) = A0xref (t)+en
(
brefr (t) + aTrefxref (t)

)
, xref

(
t+0

)
= x0ref ,(2.2)

где xref (t) ∈ R
n – вектор координат состояния эталонной модели с извест-

ными начальными условиями x0ref , r (t) ∈ R – сигнал задания, Aref = A0 +
+ ena

T
ref ∈ R

n×n – гурвицева матрица состояний эталонной модели, bref – ко-
эффициент усиления эталонной модели.

Предположим, что эталонная модель (2.2) выбрана так, что выполняются
условия идеального отслеживания системой (2.1) вектора состояний (2.2).
Допущени е 2. Существуют параметры kx (t) ∈ R

1×n и kr (t) ∈ R, удо-
влетворяющие уравнениям

aTref − aT (t) = b (t) kx (t) , bref = b (t) kr (t) .

Принятое допущение необходимо и достаточно для существования сигна-
ла управления u(t), доставляющего для всех t � t+0 совпадение уравнений
системы (2.1) с уравнениями выбранной эталонной модели (2.2). Выполнение
допущения обеспечивается выбором эталонной модели в виде (2.2), рассмот-
рением класса систем с постоянным знаком коэффициента усиления b(t) и
полностью управляемой парой (A(t), B(t)). Заметим что допущение 2 накла-
дывает на систему (2.1) ограничение sgn (b (t)) = const2, а значит совмест-
но допущения 1 и 2 требуют двухсторонней ограниченности bmax � |b (t)| �
� bmin > 0.

Необходимо построить адаптивный закон управления u (t), гарантирую-
щий при Φ ∈ PE экспоненциальную сходимость (exp) ошибки eref (t) =
= x (t)− xref (t) в целевое множество

lim
t→∞

‖eref (t)‖ � Δeref (exp) ,(2.3)

таким образом, что существует некоторый параметр процедуры адаптивного
управления, от выбора значения которого зависит установившаяся ошибка
Δeref > 0.

3. Предварительные результаты и преобразования

Недавно было получено эффективное решение [19] задачи управления
линейными системами с неизвестными кусочно-постоянными параметрами.
В этом разделе преобразуем задачу адаптивного управления системой (2.1)
с нестационарными параметрами к задаче управления системой с кусочно-по-
стоянными параметрами. С этой целью сначала покажем достижимость по-
ставленной цели (2.3) с помощью неадаптивного закона управления с извест-
ными идеальными параметрами, использующего в цепях обратных/прямых

2 Иначе существует момент времени ta � t+0 , в который b (ta) = 0, а уравнения из допу-
щения 2 в общем случае (bref �= 0, aref − a (ta) �= 0n) не имеют решения.
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связей только кусочно-постоянные приближения нестационарных параметров
системы (2.1).

С учетом допущения 1, уравнение в отклонениях между уравнением объ-
екта (2.1) и эталонной модели (2.2) принимает вид

ėref (t) = Areferef (t) + enb (t) [u (t)− kx (t) x (t)− kr (t) r (t)] =

= Areferef (t) + enb (t)
[
u (t)−KT (t)ω (t)

]
,

(3.1)

где

eref (t) = x (t)− xref (t) , ω (t) =
[
xT (t) rT (t)

]T ∈ R
n+1,

K (t)=
[
kx (t) kr (t)

]T ∈ R
(n+1)×1.

Представим возмущение KT (t)ω (t) в виде суммы двух слагаемых: с
кусочно-постоянными и с нестационарными параметрами. Для этого зада-
дим возрастающую последовательность

t+i = T

⌊
t− t+0
T

⌋
, i ∈ N,

где t+i+1 − t+i = T > 0, �.� : R → Z – функция округления до ближайшего мень-
шего целого.

Поскольку по допущениям 1 и 2 параметры K (t) дифференцируемы, то
в T окрестности момента времени t+i по формуле Тейлора (1.3) имеем право
записать

K (t) = K
(
t+i

)
+

t∫
t+i

K̇ (ζ) dζ

︸ ︷︷ ︸
δK0(t)

,(3.2)

где K
(
t+i

)
= Ki – значение параметров K (t) в момент времени t+i , ‖δK0 (t)‖ �

� K̇maxT – остаточный член нулевого порядка (p = 0, см. (1.3)).
В соответствии с выражением (3.2) на каждом промежутке

[
t+i , t

+
i + T

)
нестационарные параметры K (t) могут быть аппроксимированы их значе-
нием Ki в начале промежутка. Тогда последовательностью этих значений
{K0,K1, . . . ,Ki} вместе с последовательностью моментов времени переклю-
чений между ними {t+0 , t+1 , . . . , t+i } задается кусочно-постоянный сигнал, яв-
ляющийся для всех t � t+0 первым приближением нестационарных парамет-
ров K (t)

θ (t) = Ki = K0 +

i∑
q=1

Δθ
qh

(
t− t+q

)
,(3.3)

где Δθ
q = Kq −Kq−1 – величина изменения параметров K (t) за отрезок[

t+i , t
+
i+1

]
, h : [t+0 , ∞) → {0, 1} – функция Хевисайда.
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Рис. 1. Графическая иллюстрация взаимосвязи между K(t), θ (t) и θ̂ (t).

Выражение (3.3) позволяет уже для всех t � t+0 записать нестационар-
ные параметры в виде суммы K (t) = θ (t) + δK0 (t), что приводит к искомому
представлению возмущения

ėref (t) = Areferef (t) + enb (t)
[
u (t)− θT (t)ω (t)− δTK0 (t)ω (t)

]
.(3.4)

Выражение (3.4) мотивирует рассмотрение технически реализуемого
непрерывного и неадаптивного закона управления

u (t) = θ̂T (t)ω (t) ,(3.5a)
˙̂
θ (t) = −γ1

(
θ̂ (t)− θ (t)

)
= −γ1θ̃ (t) , θ̂

(
t+0

)
= θ̂0,(3.5b)

где θ̂ (t) результат фильтрации параметров θ(t), а γ1 > 0 параметр фильтра.
Для частного случая K(t) = sin (t) + 2 и T = 1 взаимосвязь между пара-

метрами K(t), θ (t) и θ̂ (t) поясняется на рис. 1,а и рис. 1,б . На рис. 1,б для
этого примера также приведена ошибка аппроксимации δK0 (t) и оценка свер-
ху на нее K̇maxT = 1.

Условия достижения цели при использовании закона (3.5a) + (3.5b) опи-
шем в следующем утверждении.

Утв е ржд е ни е 1. При выполнении условия i � imax < ∞ найдется
Tmin > 0, такое, что для всех 0 < T < Tmin закон управления (3.5) гаранти-
рует достижение поставленной цели (2.3).
Доказательство Утверждения приведено в Приложении.

В соответствием с утверждением 1, при решении поставленной задачи (2.3)
для расчета параметров закона управления (3.5a) достаточно использовать
кусочно-постоянные приближения θ (t) нестационарных параметров возму-
щения KT (t)ω (t). Поэтому задача адаптивного управления классом систем
с неизвестными нестационарными параметрами (2.1) сводится к задаче иден-
тификации неизвестных кусочно-постоянных параметров θ (t). Для решения
этой задачи естественно основываться совместно на подходах, ранее развитых
в [16, 19].

93



Зам е ч а ни е 1. Условие i � imax < ∞ необходимо для формального дока-
зательства утверждения 1 и не является ограничительным для практических
задач.

4. Основной результат

Следуя методу адаптивного управления с гарантией экспоненциальной
устойчивости системами с кусочно-постоянными параметрами [19], для кос-
венной реализации (3.5) сначала получим регрессионное уравнение, связы-
вающие параметры θ (t) с сигналами, вычисляемыми на основе измеряемого
вектора Φ (t). Результат такой параметризации оформим в виде утверждения.
Утв е ржд е ни е 2. На основании состояний устойчивого фильтра

(l > 0) с реинициализацией состояний в момент времени t+i

Φ̇ (t) = −lΦ(t) + ΛT
(
t, t+i

)
Φ (t) , Φ

(
t+i

)
= 02(n+1),

Λ
(
t, t+i

)
=

[
In+1

(
t− t+i

)
In+1

]
∈ R

(n+1)×2(n+1),
(4.1)

процедур нормализации

zn (t) = ns (t) e
T
n [x (t)− lx (t)−A0x (t)] ,

ϕT
n (t) = ns (t)ϕ (t) = ns (t)

[
Φ
T
(t) e−l(t−t+i )

]
,

ns (t) =
1

1 + ϕT (t)ϕ (t)
, x (t) =

[
In×n 0n×(n+2)

]
Φ(t) ,

(4.2)

расширения (σ > 0)

ż (t) = e−σ(t−t+i )ϕn (t) z
T
n (t) , z

(
t+i

)
= 02n+3,(4.3a)

ϕ̇ (t) = e−σ(t−t+i )ϕn (t)ϕ
T
n (t) , ϕ

(
t+i

)
= 0(2n+3)×(2n+3),(4.3b)

смешивания

Y (t) : = adj {ϕ (t)} z (t) , Δ(t) : = det {ϕ (t)} ,(4.4)

исключения

za (t) = Y T (t)La, zb (t) = Y T (t)Lb,

La =
[
In×n 0n×(n+3)

]T ∈ R
(2n+3)×n, Lb =

[
01×n 1 01×(n+2)

]T ∈ R
(2n+3)×1,

(4.5)

подстановки

Y (t) : =
[
Δ(t) aTref − za (t) Δ (t) bref

]T
, M (t) : = zb (t) ,(4.6)

и сглаживания (k > 0)

Υ̇ (t) = −k (Υ (t)−Y (t)) , Υ
(
t+0

)
= 0n+1,(4.7a)

Ω̇ (t) = −k (Ω (t)−M (t)) , Ω
(
t+0

)
= 0,(4.7b)
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имеем возмущенное регрессионное уравнение

Υ(t) = Ω (t) θ (t) + w (t) ,(4.8)

где сигналы Υ(t) , Ω (t) вычисляются по Φ (t) и дополнительно верно:
a) если Φ ∈ PE ⇒ ϕn ∈ PE c периодом Ts < T , то найдется Tmin > 0, та-
кое, что для всех 0 < T < Tmin и t � t+0 +Ts верно

0 < ΩLB � Ω (t) � ΩUB.

b) если i � imax < ∞, то для всех t � t+0 +Ts верно

‖w (t)‖ � w1maxe
−γ1(t−t+0 −Ts) +w2max (T ) ,

lim
T→0

w2max (T ) = 0.

Доказательство утверждения и определение w (t) приведены в Приложе-
нии.

Параметризация (4.1)–(4.8) использует процедуры, предложенные при ре-
шении задачи адаптивного управления системами с кусочно-постоянными па-
раметрами [19]. Отличие заключается в использовании нестационарной мат-
рицы Λ

(
t, t+i

)
в (4.1) и реинициализация состояний фильтров (4.1) и (4.3) в

известные, а не алгоритмически детектируемые моменты времени.
Кратко поясним назначение используемых процедур. Применение филь-

тра (4.1) позволяет по измеряемым сигналам Φ (t) получить регрессионное
уравнение с измеряемыми регрессором и выходом относительно параметров
ϑ (t) =

[
Θi

T Θ̇T
i eTnx

(
t+i

)]T , где Θ
(
t+i

)
= Θi, Θ̇

(
t+i

)
= Θ̇i – это значения па-

раметров системы Θ(t) и скорости их изменения в момент времени t+i . Норма-
лизация (4.2) обеспечивает принадлежность пространству L∞ всех используе-
мых в дальнейших процедурах сигналов. Процедуры расширения и смешива-
ния (4.3), (4.4) позволяют преобразовать векторный регрессор ϕn (t) ∈ R

2n+3

в скалярный Δ(t) ∈ R. Исключение (4.5), в силу Δ(t) ∈ R, реализует пере-
ход к отдельному рассмотрению регрессионных уравнений относительно па-
раметров кусочно-постоянной аппроксимации параметров a (t) и b (t). С по-
мощью подстановки (4.6) выражений (4.5) в условие согласованности (см. до-
пущение 2) выполняется переход от уравнений относительно аппроксимаций
параметров системы к уравнениям относительно аппроксимаций θ (t) пара-
метров возмущения. Сглаживание (4.7a), (4.7b) позволяет обеспечить доста-
точную гладкость сигналов Υ(t) и Ω (t).

Имея в распоряжении регрессионное уравнение (4.8), вычисленное исклю-
чительно по измеряемым сигналам Φ (t), можно косвенно реализовать за-
кон (3.5) и гарантировать достижение поставленной цели (2.3).
Те ор ем а 1. Пусть Φ ∈ PE ⇒ ϕn ∈ PE c периодом Ts < T , выполнены до-

пущения 1–2, тогда найдется Tmin > 0, такое, что для всех 0 < T < Tmin
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Рис. 2. Структурная схема разработанной адаптивной системы.

закон управления (3.5a) с законом настройки

˙̂
θ (t) = −γ (t) Ω (t)

(
Ω (t) θ̂ (t)−Υ(t)

)
=

= −γ (t)Ω2 (t) θ̃ (t) + γ (t)Ω (t)w (t) , θ̂
(
t+0

)
= θ̂0,

γ (t) =

⎧⎨
⎩

0, если Ω (t) < ρ ∈ (0, ΩLB] ,
γ1

Ω2 (t)
иначе,

(4.9)

при i � imax < ∞ для ξ (t) =
[
eTref (t) vecT

(
θ̃ (t)

)]T
гарантирует:

1) ∀t � t+0 ξ (t) ∈ L∞,
2) lim

t→∞
‖ξ (t)‖ � Δξ (T ) (exp) lim

T→0
Δξ (T ) = 0.

Доказательство теоремы приведено в Приложении.
Структурная схема полученного алгоритма адаптивного управления си-

стемами с нестационарными неизвестными параметрами (2.1) представлена
на рис. 2.

Таким образом, разработанная система управления состоит из закона
управления (3.5a), закона адаптации (4.9), набора процедур (4.1)–(4.7) обра-
ботки измеряемых сигналов. В отличие от существующих методов адаптив-
ного управления [4–14] предложенный подход не требует какой-либо апри-
орной информации о параметрах системы a (t) и b (t), не использует управ-
ление с cильной обратной связью или большой коэффициент усиления зако-
на идентификации, гарантирует глобальную экспоненциальную сходимость
ошибки ξ (t) к регулируемой с помощью параметра T ограниченной окрест-
ности положения равновесия.

Зам е ч а ни е 2. Особенностью предложенного решения является взаимо-
связь установившейся ошибки Δξ (T ), длины интервала разложения в ряд
Тейлора T и периода постоянного возбуждения регрессора Ts. Проблема со-
стоит в невозможности уменьшения параметра T меньше величины перио-
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да возбуждения регрессора Ts. Однако при фиксированном периоде Ts и
минимально возможном T < Tmin, таком что T − Ts > 0, ошибка ξ (t) мо-
жет быть ограничена в неприемлемо большой окрестности положения рав-
новесия Δξ (T ). Поэтому для уменьшения установившейся ошибки требуется
прежде всего обеспечить постоянное возбуждение регрессора с достаточно
малым периодом Ts, что на практике может быть достигнуто с помощью вне-
сения в задание r (t) высокочастотного или случайного тестового сигнала.

5. Численное моделирование

В среде Matlab/Simulink выполним моделирование предложенной адап-
тивной системы. Численное интегрирование будем проводить явным методом
Эйлера c постоянным шагом дискретизации τs = 10−3 с.

Рассмотрим систему (2.1) при n = 2. Начальные условия, параметры си-
стемы и эталонной модели (2.2) зададим выражением

x0 =
[
−1 1

]T
, b (t) = 3 + cos (0,4t) sin (0,1t) , aTref (t) =

[
−8 −4

]
,

aT (t) =

[
2 + sin (0,1t) 1 + 5

(
1− e

−1
25 t

)]
, bref = 8.

(5.1)

Сперва удостоверимся в предварительных выводах, сделанных в утвер-
ждении 1. Установим γ1 = 50 в качестве постоянной фильтра (3.5b), а зада-
ние определим как r (t) = 10. На рис. 3 приведено сравнение ошибки e1ref (t)
при различных T .

Полученные результаты подтверждают выводы, сделанные в утвержде-
нии 1. Действительно, уменьшение T приводит к уменьшению установивше-

�e1ref (t)�
2,0

1,5

1,0

0,5

0
0 10 20 30

t, c
40 50

T = 0,25
T = 0,50
T = 0,75

Рис. 3. Переходные процессы по |e1ref (t)| при различных T .
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Рис. 4. Переходные процессы по регрессорам M(t) и Ω (t).

гося значения ошибки слежения eref (t) при использовании закона управле-
ния (3.5a) с (3.5b). Удостоверившись в справедливости результатов утвержде-
ния 1, перейдем к проверке основного результата.

Параметры фильтров (4.1), (4.3), (4.7) и закона настройки (4.9) установим
в соответствии с выражением

l = 10, σ =
0,05

T
, k = 50, ρ = 10−72, γ1 = 100, T = 0,25,

а задание зададим согласно r (t) = 1 + rd (t) при rd (t) ∼ N
(
0, 10−2

)
. Слу-

чайный сигнал rd (t) добавлен к постоянному единичному заданию с целью
выполнения в замкнутой системе (3.1) условия ϕn ∈ PE.

На рис. 4 в логарифмическом масштабе приведены переходные процессы
по регрессорам M(t) и Ω (t).

Из полученных графиков следует, что несмотря на реинициализацию каж-
дые T секунд состояний фильтров (4.1) и (4.3), регрессор Ω (t) (в отличие
от M(t)) глобально отделен от нуля, начиная с некоторого момента времени,
что подтверждает теоретические выводы, сделанные в части (а) утвержде-
ния 2. Рисунок 4 демонстрирует значение процедуры сглаживания (4.7), ко-
торая, как видно, позволяет, во-первых, усреднить значения регрессора M(t)
на периоде T , а во-вторых, устранить разрывы, вызванные реинициализацией
фильтров (4.1) и (4.3).

На рис. 5 приведены переходные процессы по а) состояниям x (t) при при-
менении закона управления (3.5a) с (3.5b) и c (4.9), б) оценкам θ̂i (t) и смещен-
ным для наглядности истинным параметрам θi (t) + 1, в) управлению (3.5a)
с (4.9).

На рис. 6 приведено сравнение интегральных критериев качества ошибки
слежения eref (t) и параметрической ошибки θ̃ (t) при различных значени-
ях T .

Результаты моделирования иллюстрируют выводы, сделанные в утвер-
ждениях 1, 2 и теореме. Поставленная цель (2.3) выполнена, а установив-
шиеся значения ошибок eref (t) и θ̃ (t) прямо-пропорциональны параметру T .
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Рис. 5. Переходные процессы по (а)–(б) состояниям x (t) при применении за-
кона управления (3.5a) с (3.5b) и c (4.9), (в) оценкам θ̂i (t) и смещенным для
наглядности истинным параметрам θi (t) + 1, (г) управлению (3.5a) с (4.9).
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Рис. 6. Сравнение интегральных критериев качества.

6. Заключение

В работе получено решение задачи слежения линейной нестационарной
системой за линейной стационарной эталонной моделью. Предложено ап-
проксимировать неизвестные нестационарные параметры идеального зако-
на управления кусочно-постоянными параметрами. Для идентификации этих
кусочно-постоянных параметров объединены методы параметрической иден-
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тификации, развитые в [16, 19]. Полученная в результате система адаптивного
управления для достижения цели регулирования требует неисчезающего воз-
буждения регрессора с достаточно малым периодом, но при этом не требует
априорной информации о неизвестных параметрах системы.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 1. Доказательство утверждения
разделим на два шага. На первом шаге проанализируем свойства параметри-
ческой ошибки θ̃ (t), а на втором – свойства ошибки слежения eref (t).

Шаг 1. По доказанному в утверждении 1 из [19] при выполнении условия
i � imax < ∞ для решения дифференциального уравнения

˙̃
θ (t) = −γ1θ̃ (t)− θ̇ (t) , θ̃

(
t+0

)
= θ̂0 − θ

(
t+0

)
,

верна оценка сверху ∥∥∥θ̃ (t)∥∥∥ � βmaxe
−γ1(t−t+0 ), βmax > 0,(Π.1)

где θ̇ (t) =
∑i

q=1Δ
θ
qδ

(
t− t+q

)
, а δ: [t+0 ;∞) → {0,∞} – функция Дирака.

Шаг 2. Введем в рассмотрение квадратичную форму

Veref = eTrefPeref+
a20
γ1

e−2γ1(t−t+0 ), H = blockdiag

{
P ,

a20
γ1

}
,

λmin (H)︸ ︷︷ ︸
λm

‖eref‖2 � V (‖eref‖) � λmax (H)︸ ︷︷ ︸
λM

‖eref‖2,
(Π.2)

где eref (t) =
[
eTref (t) e−γ1(t−t+0 )

]T
, P = PT > 0 является решением при

λmin (Q) > 2 уравнения Ляпунова

AT
refP + PAref = −Q, Q = QT > 0.

Производная квадратичной формы (Π.2) может быть записана в следую-
щем виде:

V̇eref = eTref
(
AT

refP + PAref

)
eref − 2a20e

−2γ1(t−t+0 ) +

+ 2eTrefPenbθ̃
Tω + 2eTrefPenbδ

T
θ0ω =

= −eTrefQeref − 2a20e
−2γ1(t−t+0 ) +

+ 2eTrefPenbθ̃
T
(
ωeref + ωr

)
+ 2eTrefPenbδ

T
θ0

(
ωeref + ωr

)
�

� −λmin (Q) ‖eref‖2 − 2a20e
−2γ1(t−t+0 ) +

+ 2λmax (P ) bmax‖eref‖2
∥∥∥θ̃∥∥∥+ 2λmax (P )ωrbmax ‖eref‖

∥∥∥θ̃∥∥∥+

+ 2λmax (P ) bmaxK̇maxT‖eref‖2 + 2λmax (P ) bmaxωrK̇maxT ‖eref‖ ,

(Π.3)
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где

‖ω (t)‖ �
∥∥[eref (t) 0

]∥∥︸ ︷︷ ︸∥∥∥ωeref
(t)

∥∥∥=‖eref (t)‖

+
∥∥[xref (t) r (t)

]∥∥︸ ︷︷ ︸
‖ωr(t)‖ � ωr

� ‖eref (t)‖+ ωr.

Дважды воспользовавшись неравенством Юнга

2λmax (P )ωrbmax ‖eref‖
∥∥∥θ̃∥∥∥ � ‖eref‖2 + λ2

max (P )ω2
rb

2
max

∥∥∥θ̃∥∥∥2,
2λmax (P ) bmaxωrK̇maxT ‖eref‖ � λ2

max (P ) b2maxω
2
rK̇2

maxT
2 + ‖eref‖2,

(Π.4)

можем переписать (Π.3) в следующем виде:

V̇eref �
[
−λmin (Q) + 2λmax (P ) bmax

(∥∥∥θ̃∥∥∥+ K̇maxT
)
+ 2

]
‖eref‖2 −

− 2a20e
−2γ1(t−t+0 ) + λ2

max (P )ω2
rb

2
max

∥∥∥θ̃∥∥∥2 + λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2.

(Π.5)

Поскольку параметрическая ошибка θ̃ (t) экспоненциально сходится к ну-
лю (Π.2), то при λmin (Q) > 2 обязательно найдется момент времени teref � t+0
и постоянные Tmin > 0, a0 > λmax (P )ωrbmaxβmax такие, что для всех t � teref
и 0 < T < Tmin верно

−λmin (Q)+2λmax (P ) bmax

(
βmaxe

−γ1
(
teref −t+0

)
+ K̇maxT

)
+2=−c1 < 0,

λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβ

2
max − 2a20 = −c2 < 0.

(Π.6)

Тогда оценка сверху на производную (Π.5) для всех t � teref может быть
записана в виде

V̇eref � −ηerefVeref + λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2,(Π.7)

где

ηeref = min

{
c1

λmax(P )
,
c2γ1
a20

}
.

Решение дифференциального неравенства (Π.7) для всех t � teref позво-
ляет получить

Veref (t) � e
−ηeref

(
t−teref

)
Veref

(
teref

)
+

λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2

ηeref
.(Π.8)

Взятие предела по времени от выражения (Π.8) и учет определения Veref

позволяет установить существование предела (2.3), что завершает доказа-
тельство утверждения.
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Дока з а т е л ь с т в о у т в е ржд е ни я 2. В силу допущения 2 аналогично
(3.2)–(3.3) с помощью формулы Тейлора (1.3) для параметров Θ(t) запишем
следующее:

Θ(t) = Θ
(
t+i

)
+

δ0(t)︷ ︸︸ ︷
Θ̇

(
t+i

) (
t− t+i

)
+

t∫
ti

(t− ζ)Θ̈ (ζ) dζ

︸ ︷︷ ︸
δ1(t)

,(Π.9)

где Θ
(
t+i

)
= Θi, Θ̇

(
t+i

)
= Θ̇i – значение параметров системы Θ(t) и скоро-

сти их изменения в момент времени t+i , ‖δ1 (t)‖ � 0,5Θ̈maxT
2 – ограниченный

остаточный член первого порядка (p = 1), ‖δ0 (t)‖ � Θ̇maxT – ограниченный
остаточный член нулевого порядка (p = 0).

Запишем (Π.9) в матричной форме

Θ(t) = Λ
(
t, t+i

)
ϑ (t) + δ1(t),(Π.10)

где
ϑ (t) =

[
Θi

T Θ̇T
i

]T ∈ R
2(n+1).

Подстановка (Π.10) в уравнение системы (2.1) позволяет получить

ẋ (t) = A0x+ en
(
ΦT (t)Λ

(
t, t+i

)
ϑ (t) + ΦT (t) δ1 (t)

)
.(Π.11)

Продифференцируем x (t)− lx (t)

ẋ (t)− lẋ (t) = −l (x (t)− lx (t)) +

+A0x+ en
(
ΦT (t) Λ

(
t, t+i

)
ϑ (t) + ΦT (t) δ1 (t)

)
.

(Π.12)

Решив дифференциальное уравнение (Π.12), имеем

x (t)− lx (t) = e−l(t−t+i )x (ti)+A0x (t)+

t∫
t+i

e−l(t−τ )enΦ
T (τ)Λ

(
τ, t+i

)
ϑ (τ) dτ+

+

t∫
t+i

e−l(t−τ)enΦ
T (τ) δ1 (τ) dτ =(Π.13)

= A0x (t) + enϕ (t)ϑ (t) + en

t∫
t+i

e−l(t−τ )ΦT (τ) δ1 (τ) dτ

︸ ︷︷ ︸
ε0(t)

,
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где ϑ (t) =
[
ϑT (t) eTnx

(
t+i

)]T ∈ R
2n+3, а третье равенство не нарушается, по-

скольку реинициализация состояний фильтра (4.1) и изменение параметров
происходит синхронно в известный момент времени t+i , то есть ϑ (t) = const
для всех t ∈

[
t+i , t

+
i + T

)
.

Подставив (Π.13) в (4.2), имеем

zn (t) = ns (t) e
T
n [x (t)− lx (t)−A0x (t)] = ϕT

n (t)ϑ (t) + ε0 (t) ,(Π.14)

где zn (t) ∈ R, ϕn (t) ∈ R
2n+3 и возмущение ε0 (t) ∈ R ограниченно следующим

образом (см. определения Φ (t) и ϕn (t)):

‖ε0 (t)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥ns (t)

t∫
t+i

e−l(t−τ)ΦT (τ) δ1 (τ) dτ

∥∥∥∥∥∥∥ �
∥∥ϕT

n (t)
∥∥ 0,5Θ̈maxT

2.(Π.15)

Благодаря домножению на коэффициент ns (t) в регрессионном уравне-
нии (Π.14) регрессор ϕT

n (t), регрессионная функция zn (t) и возмущение ε0 (t)
ограничены. Кроме того, согласно оценке сверху (Π.15) возмущение ε0 (t) мо-
жет быть уменьшено с помощью уменьшения параметра T . Поэтому далее
при учете распространения этого возмущения в параметризации будем ис-
пользовать определение ε0 (t) : = ε0 (t, T ) и подразумевать, что любое воз-
мущение, полученное обработкой ε0 (t, T ), также может быть уменьшено с
помощью уменьшения T .

Использовав (4.3) и умножив z (t) на adj {ϕ (t)}, имеем (коммутативность
фильтра (4.3a) не нарушается, поскольку его реинициализация и изменение
параметров происходит синхронно в известный момент времени t+i , то есть
ϑ (t) = const для всех t ∈

[
t+i , t

+
i + T

)
)

Y (t) : = adj {ϕ (t)} z (t) = Δ (t)ϑ (t) + ε1 (t, T ) ,

adj {ϕ (t)}ϕ (t) = det {ϕ (t)} I2(n+1)+1 = Δ(t) I2(n+1)+1,

ε1 (t, T ) = adj {ϕ (t)}
t∫

t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ) ε0 (τ , T ) dτ,

(Π.16)

где Y (t) ∈ R
2n+3, Δ(t) ∈ R, ε1 (t, T ) ∈ R

2n+3.
В силу Δ(t) ∈ R исключение (4.5) позволяет из (Π.16) записать

za (t) = Y T (t)La = Δ(t)ϑT
a (t) + εT1 (t, T )La,

zb (t) = Y T (t)Lb = Δ(t)ϑb (t) + εT1 (t, T )Lb,
(Π.17)

где za (t) ∈ R
1×n, zb (t) ∈ R, а ϑa (t) , ϑb (t) – первые приближения параметров

a (t) и b (t) соответственно (составляющие вектора Θi).
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При выполнении допущения 2, по определению сигнала K (t) первые при-
ближения θx (t) и θr (t) параметров kx (t) и kr (t) соответственно удовлетво-
ряют уравнениям

aTref − ϑT
a (t) = ϑb (t) θx (t) , bref = ϑb (t) θr (t) ,(Π.18)

где θ (t) =
[
θx (t) θr (t)

]T.
Умножим каждое уравнение из (Π.18) на Δ(t). Подставив в результат

умножения уравнения (Π.17) и объединив полученные выражения, имеем
уравнение (4.6)

Y (t) = M (t) θ (t) + d (t, T ) ,

Y (t) : =
[
Δ(t) aTref − za (t) Δ (t) bref

]T
,

M (t) : = zb (t) ,

d (t, T ) : = −
[
εT1 (t, T )La + εT1 (t, T )Lbθr (t) εT1 (t, T )Lbθr (t)

]T
,

(Π.19)

где Y (t) ∈ R
n+1, M (t) ∈ R, d (t, T ) ∈ R

n+1.

С учетом (Π.19) для решения уравнения (4.7a) имеет место соотношение

Υ(t) =

t∫
t+0

e

τ∫
t
kdτ

M (τ) θ (τ) dτ +

t∫
t+0

e

τ∫
t
kdτ

d (τ, T ) dτ ± Ω (t) θ (t) =

= Ω (t) θ (t) + w (t) ,

(Π.20)

где

w (t) = Υ (t)− Ω (t) θ (t) .

Выражение (Π.20) завершает доказательство возможности получения
уравнения (4.8) с помощью процедур (4.1)–(4.7).

Для доказательства части (а) представим регрессор Ω (t) в следующем
виде:

Ω (t) = Ω1 (t) + Ω2 (t) ,

Ω̇1 (t) = −k (Ω1 (t)−Δ(t)ϑb (t)) , Ω1

(
t+0

)
= 0,

Ω̇2 (t) = −k
(
Ω2 (t)− εT1 (t, T )Lb

)
, Ω2

(
t+0

)
= 0.

(Π.21)

Поскольку k > 0, а возмущение ε1 (t, T ) ограничено, то Ω2 (t) ограничено
причем для всех t � t+0 верно неравенство

|Ω2 (t)| � Ω2max (T ) ,(Π.22)

а для оценки сверху существует предел limT→0Ω2max (T ) = 0, так как величи-
на ε1 (t, T ), в соответствии с (Π.15)–(Π.19), может быть произвольно умень-
шена с помощью уменьшения T .
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Перейдем к анализу составляющей Ω1 (t). Запишем для всех t ∈
∈

[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
решение первого дифференциального уравнения из (Π.21)

Ω1 (t) = φ
(
t, t+i + Ts

)
Ω1

(
t+i + Ts

)
+

t∫
t+i +Ts

φ (t, τ )Δ (τ)ϑb (τ)dτ,(Π.23)

где

φ (t, τ) = e
−

t∫
τ
kdτ

.

Получим оценки сверху на сигнал Ω1 (t) на рассматриваемом промежутке.
Для этого необходимо оценить Δ(t), что в свою очередь требует оценки ϕ (t).

Поскольку по условию утверждения ϕn ∈ PE c Ts < T , то ϕn ∈ FE на[
t+i , t

+
i + Ts

]
(проверяется подстановкой t = t+i в (1.2)). Тогда для всех

t ∈
[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
верна оценка снизу на регрессор ϕ (t)

ϕ (t) =

t∫
t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ �

t+i +Ts∫
t+i

e−σ(τ−t+i )ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ �

� e−σ(t+i+1−t+i )

t+i +Ts∫
t+i

ϕn (τ)ϕ
T
n (τ) dτ � αe−σ(t+i+1−t+i )In+1.

(Π.24)

С другой стороны, так как ‖ϕn (t)‖2 � ϕmax
n , то существует оценка сверху

ϕ (t) � ϕmax
n

t∫
t+i

e−σ(τ−t+i )dτ � ϕmax
n

1− e−σ(t−t+i )

σ
� σ−1ϕmax

n ,(Π.25)

а значит для всех t ∈
[
t+i + Ts, t

+
i+1

)
верно ΔUB � Δ(t) � ΔLB > 0.

Тогда для произведения Δ(t)ϑb (t), с учетом того, что по допущениям 1 и 2
bmax � |b (t)|� bmin > 0, а ϑb (t) есть первое приближение коэффициента b (t),
оказывается верно

∀t ∈
[
t+i +Ts, t

+
i+1

)
ΔUBbmax � |Δ(t)ϑb (t)| � ΔLBbmin > 0.(Π.26)

Используя (Π.21) и (Π.26), учитывая 0 � φ (t, τ) � 1, имеем оценки на Ω1(t)

∀t ∈
[
t+0 , t

+
0 + Ts

]
Ω1 (t)≡ 0,

∀i � 1 ∀t ∈
[
t+i +Ts, t

+
i+1

]
Ω1

(
t+i +Ts

)
+

(
t+i+1 − t+i − Ts

)
ΔUBbmax �(Π.27)

� Ω1 (t) � φ
(
t+i+1, t

+
i +Ts

) (
Ω1

(
t+i +Ts

)
+

(
t+i+1 − t+i − Ts

)
ΔLBbmin

)
> 0,
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откуда получим

∀t � t0+Ts Ω1max � Ω1 (t) � Ω1min > 0,(Π.28)

Ω1max = min
∀i�1

{
φ
(
t+i+1, t

+
i + Ts

) (
Ω1

(
t+i + Ts

)
+

(
t+i+1 − t+i − Ts

)
ΔLBbmin

)}
,

Ω1min = max
∀i�1

{
Ω1

(
t+i + Ts

)
+

(
t+i+1 − t+i − Ts

)
ΔUBbmax

}
.

Тогда, с помощью (Π.28) и (Π.23), можем записать оценку на регрессор Ω(t)

∀t � t0+Ts Ω1max +Ω2max (T ) � |Ω (t)| � Ω1min − Ω2max (T ) ,(Π.29)

а значит в силу предельного равенства limT→0Ω2max (T ) = 0, найдется
Tmin > 0 такое, что для всех 0 < T < Tmin и t � t0+Ts выполняется неравен-
ство

ΩUB � Ω (t) � ΩLB > 0,(Π.30)

что и требовалось доказать в части (а).
Для доказательства части (б) продифференцируем возмущение w (t) в си-

лу (Π.20) и (4.7)

ẇ (t) = Υ̇ (t)− Ω̇ (t) θ (t)− Ω (t) θ̇ (t) =(Π.31)

= −k (Υ (t)− Y (t)) + k (Ω (t)−M (t)) θ (t)− Ω (t) θ̇ (t) =

= −k (Υ (t)−M (t) θ (t)− d (t, T )) + k (Ω (t)−M (t)) θ (t)−Ω (t) θ̇ (t) =

= −k (Υ (t)− Ω (t) θ (t))−Ω (t) θ̇ (t) + kd (t, T ) =

= −kw (t)− Ω (t) θ̇ (t) + kd (t, T ) , w
(
t+0

)
= 0n+1.

Решение дифференциального уравнения (Π.31) может быть представлено
следующим образом:

w (t) = w1 (t) + w2 (t) ,

ẇ1 (t) = −kw1 (t)− Ω (t) θ̇ (t) , w1

(
t+0

)
= 0n+1,

ẇ2 (t) = −kw2 (t) + kd (t, T ) , w2

(
t+0

)
= 0n+1.

(Π.32)

Для первого дифференциального уравнения из (Π.32) в утверждении 2
работы [19] доказано (с точностью до обозначений) выполнение неравенства

‖w1 (t)‖ � w1maxφ
(
t, t+0 + Ts

)
,(Π.33)

при i � imax < ∞.
Поскольку k > 0, а возмущение d (t, T ) ограничено, то w2 (t) также огра-

ничено, а следовательно верно неравенство

‖w2 (t)‖ � w2max (T ) ,(Π.34)
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где предел limT→0w2max (T ) = 0 справедлив, поскольку вход второго диф-
ференциального уравнения из (Π.32) зависит исключительно от величи-
ны d (t, T ), которая, в свою очередь, в соответствии с (Π.15)–(Π.19), может
быть произвольно уменьшена с помощью уменьшения T . Объединение на ос-
новании (Π.32) неравенств (Π.33) и (Π.34) завершает доказательство утвер-
ждения.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Доказательство теоремы проведем ана-
логично доказательству утверждения 1.

Шаг 1. Для всех t � t+0 + Ts решение дифференциального уравнения (4.9)
принимает вид

θ̃ (t) = φ
(
t, t+0 + Ts

)
θ̃
(
t+0 + Ts

)
+

t∫
t+0 +Ts

φ (t, τ)
γ1w (τ)

Ω (τ)
dτ −

−
t∫

t+0 +Ts

φ (t, τ)

i∑
q=1

Δθ
qδ

(
τ − t+q

)
dτ,

(Π.35)

где

φ (t, τ) = e
−

t∫
τ
γ1dτ

.

Тогда, следуя доказательству теоремы 1 из [19], при i � imax < ∞ возмож-
но показать следующую ограниченность параметрической ошибки (Π.35):

∥∥∥θ̃ (t)∥∥∥� βmaxe
− γ1

2 (t−t+0 −T0)+
γ1w1max

ΩLB

t∫
t+0 +Ts

φ (t, τ)φ
(
τ, t+0 +Ts

)
dτ +

+
γ1w2max (T )

ΩLB

t∫
t+0 +Ts

φ (t, τ) dτ �

�
(
βmax +

2w1max

ΩLB

)
e−

γ1
2
(
t− t+0 − T0

)
+

γ1w2max (T )

ΩLB
.

(Π.36)

Шаг 2. Введем для всех t � t+0 + Ts в рассмотрение следующую квадра-
тичную форму:

Veref = eTrefPeref +
4a20
γ1

e−
γ1
2 (t−t+0 −Ts), H = blockdiag

{
P ,

4a20
γ1

}
,

λmin (H)︸ ︷︷ ︸
λm

‖eref‖2 � V (‖eref‖) � λmax (H)︸ ︷︷ ︸
λM

‖eref‖2,

eref (t) =
[
eTref (t) e−

γ1
4

(
t− t+0 − Ts

)]T
.

(Π.37)
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Аналогично доказательству утверждения 1 производная (Π.37) может
быть записана в виде

V̇eref �
[
−λmin (Q) + 2λmax (P ) bmax

(∥∥∥θ̃∥∥∥+ K̇maxT
)
+ 2

]
‖eref‖2 +

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
max

∥∥∥θ̃∥∥∥2 + λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2 − 2a20e

− γ1
2 (t−t+0 −Ts).

(Π.38)

Поскольку параметрическая ошибка θ̃ (t) для всех t � t+0 + Ts удовлетво-
ряет неравенству (Π.36), то оценка сверху на (Π.38) с учетом

∥∥∥θ̃ (t)∥∥∥2 � (
βmax +

2w1max

ΩLB

)2

e−γ1(t−t+0 −T0) +

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ 2

(
βmax +

2w1max

ΩLB

)
γ1w2max (T )

ΩLB
e−

γ1
2 (t−t+0 −T0) �

�
(
βmax +

2w1max

ΩLB

)(
βmax +

2 (w1max + γ1w2max (T ))

ΩLB

)
e−

γ1
2 (t−t+0 −T0) +

+

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

= βmaxe
− γ1

2 (t−t+0 −T0) +

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

может быть записана в следующем виде:

V̇eref �
[
−λmin (Q) + 2 + 2λmax (P ) bmax ×(Π.39)

×
((

βmax +
2w1max

ΩLB

)
e−

γ1
2 (t−t+0 −Ts) +

γ1w2max (T )

ΩLB
+ K̇maxT

)]
‖eref‖2+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβmaxe

− γ1
2 (t−t+0 −Ts) + λ2

max (P )ω2
rb

2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxK̇2

maxT
2 − 2a20e

− γ1
2 (t−t+0 −Ts).

Обязательно найдется момент времени teref � t+0 + Ts и постоянные T → 0,

a0 > λmax (P )ωrbmaxβ
1
2
max, такие что для всех t � teref верно

−λmin (Q) + 2 + 2λmax (P ) bmax

((
βmax +

2w1max

ΩLB

)
e
− γ1

2

(
teref−t+0 −Ts

)
+

+
γ1w2max (T )

ΩLB
+ K̇maxT

)
= −c1 < 0,(Π.40)

λ2
max (P )ω2

rb
2
maxβmax − 2a20 = −c2 < 0.
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Тогда оценка сверху на производную (Π.39) для всех t � teref может быть
записана в виде

V̇eref � −ηerefVeref + λ2
max (P )ω2

rb
2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+

+ λ2
max (P )ω2

rb
2
maxK̇2

maxT
2,

(Π.41)

где

ηeref = min

{
c1

λmax(P )
,
c2γ1
4a20

}
.

Решение дифференциального неравенства (Π.7) для всех t � teref позво-
ляет получить

Veref (t) � e
−ηeref

(
t−teref

)
Veref

(
teref

)
+(Π.42)

+
1

ηeref

(
λ2
max (P )ω2

rb
2
max

(
γ1w2max (T )

ΩLB

)2

+ λ2
max (P ) b2maxω

2
rK̇2

maxT
2

)
,

что завершает доказательство (ii) части теоремы.
Шаг 3. По доказанному соответственно в (Π.36) и (Π.42) ошибка θ̃ (t) огра-

ничена для всех t � t+0 + Ts, а ошибка eref (t) – для всех t � teref . Тогда для
доказательства части (i) осталось доказать ограниченность θ̃ (t) на проме-
жутке

[
t+0 , t

+
0 + Ts

)
, а eref (t) соответственно – на

[
t+0 , teref

)
.

В консервативном случае на
[
t+0 , t

+
0 + Ts

)
выполняется неравенство

Ω (t) � ΩLB, откуда в силу ˙̃
θ (t) = 0n+1 при выполнении допущения 1 следует

ограниченность параметрической ошибки θ̃ (t) = θ̂
(
t+0

)
− θ (t) на

[
t+0 , t

+
0 + Ts

)
и, как следствие, для всех t � t+0 .

На промежутке
[
t+0 , teref

)
с учетом обозначений из (Π.3), (Π.18) уравнение

в отклонениях (3.1) может быть записано в следующем виде:

ėref (t) =
(
Aref + enb (t)

(
θ̂x (t)− kx (t)

))
eref (t) +

+ enb (t)
(
θ̂T (t)−KT (t)

)
ωr (t) ,

что в силу доказанной ограниченности θ̃ (t) для всех t � t+0 и выполнении
допущений 1 и 2 позволяет с помощью результатов Теоремы 3.2 из [20] сделать
вывод об 1) ограниченности eref (t) на

[
t+0 , teref

)
, 2) ξ (t) ∈ L∞ для всех t � t+0 .
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